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Résumé . Soient H,K deux espaces de Hilbert. Soient E C B{H) et F C B{K) deux 
espaces de Banach d'opérateurs, au sens de [1,2]. On étudie les opérateurs u : E ^ F qui 
admettent une factorisation E OH —>■ F avec des applications complètement bornées à 
travers l'espace de Hilbert d'opérateurs OH que nous avons introduit et étudié dans une 
note précédente. Nous donnons une caractérisation de ces opérateurs qui permet de faire une 
théorie entièrement analogue au cas des opérateurs entre espaces de Banach qui se factorisent 
par un Hilbert. 

Enghsh Abstract . Let H,K be Hilbert spaces. Let E C B{H) and F C B{K) be 
operator spaces in the sensé of [1,2]. We study the operators u : E ^ F which admit a 
factorization E OH F with completely bounded maps through the operator Hilbert 
space OH which we have introduced and studied in a récent note. We give a characterization 
of thèse operators which allows to develop a theory entirely analogous to that of operators 
between Banach spaces which can be factored through a Hilbert space. 

Abridged English version . In this note we continue the study of the operator Hilbert 
space OH introduced in our previous note [6]. Let E, F be two operator spaces in the sensé 
of [1,2]. We can assume E C B[H) and F C B{K) for some Hilbert spaces H and K. We 
will dénote hy H ® K the Hilbertian tensor product. We dénote by E (8>min F the minimal 
(or spatial) tensor product in B{H ® K). We consider the space Voh{E, F) of ail operators 
u : E F for which there are an index set / and completely bounded (in short c.b.) maps 
A : OH{I) —>■ F and B : E ^ OH{I) such that u = AB. In that case, we say that u 
factors through OH. We dénote by ■johiu) the infimum of H^H^b ll-^llcfe o^^^ possible such 
factorizations. lî v & E F we dénote by 'johiv) the above norm for the associated operator 
from E* to F (or from F* to E). Note that u factors through OH iff its adjoint u* also does 
and 7o/i('u) = •johiu*). If F is the antidual E* {i.e. the dual with the conjugate complex 



multiplication) equipped with its operator space structure in the sensé of [1,2] we say that a 
map tt :£'—>£'* is positive if the associated sesquilinear form is positive i.e. if u{x){x) > 
for ail X in E. 

THEOREM 1. Ifu:E^Wis positive and completely bounded, then u G roh{E,Ê*) 
and ^oh{u) = \\u\\^fj. Moreover, every map u in Toh{E, can be written as ui —U2+i{us — 
U4) with ui, U4 positive and such that ^oh{uj) < lohiu) for ail j = 1, 4. 

Remark . Contrary to the Banach space case where Grothendieck's theorem says that 
every bounded map u : C ^ C* factors through £2, it is not true that every c.b. map 



u : B{H) B{H)* factors through OH. 

Définition . Let E be an operator space and let F be a Banach space. An operator 
u : E ^ F will be called (2, o/i)-summing if there is a constant C such that for ail finite 
séquences (xi) in E we have 
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{j:\\u{xM'r/^<c y: 



Xi 09 Xi 



We dénote by 7r2,oh{u) the smallest constant C for which this holds. (Similar but différent 
spaces have already been considered in [1,3].) There is of course an analogue of the "Pietsch 
factorization" {cf. e.g. [7]) for thcse operators, but the main point is that they provide a 
convenient description of the dual tensor norm to the norm 70/1, in "complète" analogy with 
the Banach space case, as foUows. 

THEOREM 2. Let E, F be operator spaces and let C > be a constant. The foUowing 
properties of a map u : E ^ F are équivalent. 

(i) u e TohiE, F) and ^oh{u) < C. 

(a) For ail V : F ^ £2 such that n2,oh{v) < 1 the composition vu can be factorized 
as vu = AB with B : E ^ OH completely bounded and A : OH — > £2 Hilbert Schmidt 
satisfying \\A\\jjg\\B\\^^<C. 

Prom the preceding it is easy to deduce a description of the tensor norm 7*^^ which is 
dual to the norm jo^, exactly as in the Banach space case, as foUows. 

COROLLARY 3. Let Ei, E2 be two operator spaces. Assume (to simplify the statement) 
E2 reRexive. For any operator u from Ei to E2 let 

^l^{u) = sup{| <u,v>\ I veE^®E*, ^oh{v) < 1}. 



We have then 

l*oh{u) = inf{7r2,oh(-B)7r2,o/i(^*)} 

where the infimuni runs over ail possible factorizations of u of the form u = AB with 
operators B : Ei ^ £2 and A : £2 ^ E2 such that B and A* are (2, oh)—summmg. 

Actually, a more gênerai class of tensor norms which we called "7-norms" in [7] can be 
treated in very much the same way as above for ^oh- Thèse results allow the development 
of a theory of type and cotype or of a "local theory" (see e.g. [7] for ail this) in the category 
of operator spaces. 

I am very grateful to David Blecher and Vern Paulsen for stimulating conversations on 
the subject of this note and the preceding one [6]. 

Cette note fait suite à la note précédente [6] et annonce les résultats d'un article à 
paratre. 

Nous renvoyons à [1,2] pour la théorie des espaces d'opérateurs et à notre travail [6] 
pour tout ce qui concerne l'espace OH (resp. OH{I)) qui est l'analogue de £2 (resp. £2{I)) 
dans la catégorie des espaces d'opérateurs. 

Soient H, K deux Hilbert, E C B{H), F C B{K) deux sous-espaces fermés. On notera 
E (8)min F le produit tensoriel complété pour la norme induite par l'espace B{H g) K) des 
opérateurs bornés sur le produit tensoriel hilbertien H®K. Nous renvoyons à [1] ou [2] pour 
la définition du dual E* d'un espace d'opérateur E ainsi que pour la notion d'application 
complètement bornée. 

Nous dirons qu'un opérateur u : E ^ F se factorise par OH s'il existe un ensemble / 
et des applications complètement bornées B : E ^ OH{I) et A : OH{I) — > F telles que 
u = AB. On pose ^oh{u) = inf{||yl||^^ ll-^llcô} l'infimum porte sur toutes les factorisations 
possibles de u. On notera Toh{E,F) l'espace des applications u : E ^ F qui se factorisent 
par OH. C'est un espace de Banach quand on le munit de la norme 'joh- Nous noterons 
E* (resp. E*) le dual (resp. l'antidual) de E au sens des espaces d'opérateurs {cf. [1,2]), 
de sorte qu'une application linéaire u : E ^ E* correspond à une application sesquilinéaire 
sur E X E. Nous dirons que u : E ^ E* est positive si la forme sesquilinéaire associée est 
positive, i.e. si u{x){x) > ^ x E E. 
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THEOREME 1. Soit E G B{H). Soit u:E^E*. 
(i) Si u est positive alors u G ^oh{E, E*) et ^oh{u) 



\u\ 



cb- 



(a) Toute application u G TohiE, E*) peut s'écrire ui — «2 + ^(«3 — «4) avec ui, U2, U3, 
positives de E dans E* et telles que 



\u\ 



cb 



loh{Uj) < -foh{u)- 



Ce théorème signifie que l'espace Toh{E, E*) coincide avec l'ensemble des combinaisons 
linéaires d'applications positives complètement bornées de E dans E*. 

Parmi les propriétés élémentaires des opérateurs appartenant à roh{E, F), citons les 
suivantes : toute ultraproduit d'applications ttj avec ttj G Tofi{Ei, Fi) et 

sup7o/i(tti) < 00 

i€l 

se factorise par OH et l'opérateur u résultant de l'ultraproduit vérifie 'johiu) < sup^^^ 'Johiui). 
La borne inférieure dans la définition de ^ohiu) est atteinte. De plus, si £"1 C £^ et Fi C F 
sont des sous-espaces fermés et si on note q : E ^ E/ Ei et j : Fi ^ F les morphismes 
canoniques alors on a pour tout u : E/E\ — > Fi 

Définition . Soit E un espace d'opérateurs et F un espace de Banach. Nous dirons qu'un 
opérateur u : E ^ F entre espaces d'opérateurs est (2, o/i)-sommant s'il existe une constante 
C telle que 



V n M Xi & E \\u{ 
On rappelle que l'on a (voir [6]) 



Xi 



2)1/2 



< 



Xi 



1/2 



lE 



Xi 



1/2 



= ^a^i (g) Ti 



OÙ (Tj) est une base orthonormale fixée quelconque de l'espace OH. On notera 7r2,oh{u) 
la plus petite constante C vérifiant cette propriété et Tl2^oh{E., F) l'espaces des opérateurs 
(2, o/i)-sommants de E dans F. C'est un espace de Banach muni de la norme n2,oh- Cet espace 
est stable par composition à droite (resp. à gauche) par des applications complètement 
bornées (resp. bornées). D'autres espaces du même genre (mais différents) ont déjà été 
considérés dans [1] et [3]. 



THEOREME 2. Soient E, F deux espaces d'opérateurs. Soit C une constante positive. 
Les propriétés suivantes d'un opérateur u : E ^ F sont équivalentes : 

(i)ueroh{E,F) et-foh{u)<C. 

(a) Pour tout opérateur v G ^2,oh{F,£2) l'opérateur (vu)* : £2 ^ E* admet une 
factorisation par OH de la forme (vu)* = wV avec V : £2 ^ OH de Hilbert Schmidt 
et w : OH — > E* complètement borné tels que 

\\V\\Hs\Mcb^C!n2,oh{v). 

Le théorème précédent permet de donner (voir ci-dessous) une description de la norme 
duale de la norme ^oh entièrement analogue au cas des normes 72 et 72 dans le cadre des 
espaces de Banach (voir par exemple [7]). 

Soient Ei,E2 deux espaces d'opérateurs. Pour tout v G (£^1 <8)min -^2)* on note I{v) 
la norme de v dans le dual de Ei ^min -E'2- C'est l'analogue de la norme intégrale pour les 
espaces d'opérateurs. La théorie des opérateurs "intégraiix" (et des opérateurs "nucléaires") 
dans ce nouveau cadre est faite dans [4] . 

PROPOSITION 3. Soit E un espace d'opérateurs. Un opérateur u : E ^ £2 est 
(2, oh)— sommant avec TT2,oh{u) < 1 si et seulement si il existe v e (£^0min E)* avec I{v) < 1 
tel que pour tout x dans E on a v{x <S>x) G H et 

[[■^^(a^)!!^ < v{x (8) x). 

En fait on peut placer ces résultats dans un cadre beaucoup plus large, celui des 7- 
normes déjà étudiés dans [8]. Dans le reste de cette note nous esquissons cette théorie (que 
nous développerons dans une publication ultérieure) dans le style des idées originales de [5] . 

Soit E un espace de Banach. 

On notera B+{E) l'ensemble des éléments positifs de E<SiE, c'est-à-dire l'ensemble des 
éléments qui définissent une forme sesquilinéaire de rang fini (7(£^*, £^) -continue et positive 
sur E* xE*. On note que B+{E) — B^{E) peut être identifié au sous-espace de Ei^E formé 
des tenseurs symétriques. 

Soit 7 : B+{E) JR+ une application additive positivement homogène et telle que 
< u < V implique < 7(14) < ^{v). Nous appellerons "poids" une telle application 7. Nous 
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dirons que le poids 7 est raisonnable s'il existe deux constantes c > et C telles que pour 
tout X dans E on a 

c \\x\\^ < ^{x ®x)<C \\x\\^ . 
Tout poids homogène 7 donné sur B^{E) (Z E ® E peut être prolongé sur E ® E en posant 

V-ueE^Ë 7(u) ^ïni{'^(^Xi(^xlf/^'-iC^yi®ylf^'^] 

où l'infimum porte sur toutes les représentations 

n 

u = ^Xi<S)yî, Xi e E, Vi e E. 
1 

Si 7 est raisonnable, ce prolongement définit une norme sur E ® E. Plus généralement, soit 
Ei,E2 deux espaces de Banach et soit 71,72 deux poids raisonnables respectivement sur 
B+{Ei) et 5+ (£'2). On peut poser pour u = Xi® Ui & Ei® E2 

(1) l{u) = inf{7i(5^x, ® ® ^)'^'} 

où l'infimum porte sur toutes les représentations possibles de u. On vérifie alors aisément 
que 7 est une norme sur Ei ® £"2. On notera Ei®^E2 l'espace complété associé. On peut 
montrer que la norme duale de 7 est essentiellement du même type. Plus précisément, on a 

THEOREME 4. Soient Ei , E2 deux espaces de dimension Gnies munis de poids raisonnables 

7i sur B^{Ei) et 72 sur B^{E2). On notera 71 (resp. 72) la norme étendant 71 sur Ei ® Ei 
(resp. E2®E2) et 7^ (resp. 72 ) la norme duale sur E^ (g) E^ (resp. £| (g) £|). Soit 7 la norme 
associée sur Ei (g) E2 comme en (1 ) ci-dessus. Alors sa norme duale 7* coïncide avec la norme 
associée comme en (1) ci-dessus avec les normes 7^ et 7!, c'est-à-dire que pour tout v dans 

El ® El on a 

r{v) = inf{7i*£e^ ® ^)'/'72(E^i ®^)'^'> 
où l'inGmum porte sur toutes les représentations possibles de la forme v = Yyi ù ® Vi ^'^^c 

Ci e El rji e El. 

On peut voir le théorème 2 comme un cas particulier du théorème 4, en prenant 71 et 72 
égales à la norme du produit tensoriel minimal (=spatial). On notera que l'on peut déduire 
du théorème 2 (ou du théorème 4) une description de la norme tensorielle 7*^^ comme suit. 
Soient El, E2 deux espaces d'opérateurs. Pour tout u & Ei ® E2 posons 

-fly^{u) = sup{| <u,v>\ I veE*®E*, ^oh{v) < 1}. 
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Soit E un espace d'opérateurs arbitraire et soient u,v e (-E'(8)min E)* on note u < v si u et v 
sont symétriques et si u{x,x) < v{x,x) pour tout x dans E. Comme d'habitude un élément 
de Ei^E peut aussi être considéré comme un élément de (E* <S)ininE*)* . On peut alors poser 

e E (S>minE avec u>0 a{u) = mî{I{v)\ v e {E* (g)^inÊ*)* , u<v}. 

On a alors 

COROLLAIRE 5. Soient Ei, E2 deux espaces d'opérateurs. Pour tout u & Ei® E2 on a 

-flh{u) = inf{a(J]xi (g) 

où rinûmum porte sur toutes les représentations u = Xi <^yi, Xi & Ei, Ui & E2. 

Parmi les conséquences notons que pour tout tt G -Ei (8) -E2 on a 7*/j(w) > ^oh{u). De 
plus, si E2 est supposé réflexif (pour simplifier l'énoncé) on a 

lohiu) = mf{7r2,oh{B)T^2,ohi^*)} 

où l'infimum porte sur toutes les représentations possibles de u de la forme u = AB avec 
B : Ef £2 et A : £2 ^ E2 tels que B et A* sont (2, o/i)— sommants. Enfin pour tout 
opérateur v : Ei ^ OH on a TT2,oh{v) > \\v\\cb- 

Signalons qu'on peut montrer en suivant des idées bien connues que, si la norme 7 est 

V 

comme en (1), l'application canonique de Ei®^E2 dans le produit tensoriel injectif Ex ® E2 
est toujours injective quels que soient les espaces de Banach Ei et E2. 

Les idées précédentes permettent de développer des notions d'espace d'opérateurs de 
type 2 ou de cotype 2. Soit E un espace d'operateurs, -F un espace de Banach et u : F E 
un opérateur. On notera oh^^i ^) classe des opérateurs w : F ^ E admettant une 
factorisation de la forme F — > OH E avec A : OH — > E complètement borné et 
B : F ^ OH tel que pour une base orthonormée (T„) de OH on a X] ll-S*(^n)|| < oo- 
On posera ohi'^) = i^^^ill^llcb (S l'infimum porte sur toutes les 

factorisations possibles de w. 

Soit E un espace d'opérateur et F un espace de Banach. On posera pour v & E ® F 

d2,oh{^) = inf{||^a;, ® ^ (J] Uf)'/^} 



où l'infimum porte sur toutes les représentations 

n 

V = ^Xii^yi, XiE E, Ui e F. 
1 

Soit -E^da complété associé. Il est facile de vérifier (en suivant des idées bien connues 

des spécialistes des espaces de Banach) que {Eéid2oh^)* s'identifie isométriquement à 
l'espace Il2,oh{E, F*). De manière équivalente si l'on associe k v e E <Si F un opérateur 
V : F* ^ E, on voit aisément que 

où l'infimum porte sur toutes les factorisations v = AB avec B : F* ^ OH, A : OH E et 
où (T„) est une base orthonormale fixée de OH. Soit alors E C B{H) un espace d'opérateurs. 
Soit {ci) la base canonique de £2- Soit x = (xi) une suite finie dans E, on note = Yl ^i^^i 
l'opérateur de E* dans £2 défini par Ux{^) = ^^^(^i)^»- Soit (gi) une suite de variables 
aléatoires gaussiennes indépendantes standard sur un espace de probabilité (lî,^, P). On 
notera L'^{E) l'espace L'^{n,A, P; E). 

Nous dirons qu'un espace d'opérateurs E est de Oiï-type 2 (resp. OiJ-cotype 2) s'il 
existe une constante C telle que pour toute suite finie (xj) dans E' on a 

E9iXi\\ ^ <C7r2,oh{y^^Xi®ei). 
{je^V-à2,ohÇ^Xi®ei)<C\\S2^giXi ). 

M L (E) 

On peut vérifier par exemple (voir [6] pour des définitions précises) que l'espace RdC est de 
Oiï-type 2 et que R + C est de Oiï-cotype 2. On obtient alors aisément l'analogue pour les 
espaces d'opérateurs d'une série de théorèmes classiques en "théorie locale" des espaces de 
Banach. Par exemple, on peut étendre un théorème de Kwapieh (voir [7]) : tout opérateur 
borné d'un espace E de Oiï-type 2 dans un espace F de OH-cotype 2 se factorise par OH 
(et a fortiori est complètement borné). 

Notons qu'un espace de Oiîf-type 2 (resp. Oiï-cotype 2) est a fortiori de type 2 (cotype 
2) au sens usuel puisque pour tout élément Yli Xi ® yi àe E ® F les opérateurs associés 
u : E* ^ F et u* : F* E vérifient n2^oh{u) < n2{u) et n2{u*) < d2,oh{Y^Xi ® yi). 

Je remercie David Blecher et Vern Paulsen pour des conversations stimulantes sur le 
sujet de cette note et de la note précédente [6] . 
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